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Abstrak 
 
Dengan perkembangan era teknologi pengkomputeran, pengiraan 
menggunakan pendekatan komputer amat pesat berlangsung. Ini 
termasuk dalam kaedah berangka digunakan untuk menganalisis 
sesuatu struktur kejuruteraan awam. Kaedah unsur terhingga yang 
merupakan kaedah berangka yang mampu menyelesaikan sesuatu 
struktur yang kompleks dan menjadi pilihan kebanyakan jurutera dan 
saintis dalam menjalankan analisis. Ia mampu membatasi matriks 
raksasa dan rumit yang sukar dilakukan oleh kaedah berangka yang 
lain. Di dalam kertas kerja ini, pengarang telah menulis beberapa 
pengaturacaraan berdasarkan hubungan konstitutif bersesuaian dengan 
struktur yang ingin dianalisis berdasarkan konsep kaedah unsur 
terhingga. Analisis dibuat ke atas beberapa anggota struktur seperti 
rasuk julur dan kepingan tapak konkrit atas asas. Perbandingan dibuat 
di antara analisis yang diperolehi daripada nilai teori yang dikira secara 
manual dan analisis menggunakan kaedah unsur terhingga. Daripada 
analisis tersebut, nilai respon struktur iaitu pesongan dan tegasan 
adalah baik dengan teori yang dibuat. 
 
Katakunci: Unsur terhingga, kepingan konkrit, rasuk, pesongan, 
tegasan,  
 
 
1. Pengenalan 
 
Kaedah unsur terhingga merupakan suatu kaedah penghampiran kepada jawapan yang 
tepat dan alat terbaik untuk prosedur analisis struktur dan kontinua. Kaedah ini 
melangkaui kerumitan matematik untuk menyelesaikan masalah geometri yang 
kompleks di mana ia ditransfomasikan daripada pendekatan persamaan perbezaan 
kepada masalah algebra di mana blok binaan dalam unsur terhingga yang mempunyai 
persamaan kompleks diselesaikan dalam bentuk yang lebih mudah. 
 
Kaedah unsur terhingga berdasarkan kepada keadaan di mana suatu unsur yang 
dibebankan boleh diukur dengan prinsip fenomena luaran; kita perlu membuktikan 
terdapat hubungkait di antara daya luaran dan dalaman secara keseimbangan. Aplikasi 
bermula daripada pesongan, anjakan dan analisis tegasan bangunan kepada analisis 
lapangan untuk masalah pergerakan bendalir. 
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2.    Kaedah unsur terhingga 
 
2.1 Formulasi unsur terhingga untuk ciri unsur  
 
x (u)
y (v) 
Daya permukaan atau tarikan 
(UDL) 
P1
P2
P3
z (w) 
 
Rajah 1: Jasad yang dipertimbangkan 
 
Sesuatu jasad boleh ditindaki 3 jenis daya seperti yang ditunjukkan dalam Rajah 1. 
Daya tersebut ialah daya tumpu, daya permukaan (disebut juga daya tarikan atau daya 
seragam) yang dikenakan ke atas permukaan jasad tersebut dan beban jasad (disebut 
juga beban gravity atau daya sendiri). Dalam kejuruteraan struktur, jurutera lebih 
berminat kepada nilai pesongan,Δ  tegasan,σ  dan terikan,ε .  
 
{ } { } { } { } { } { }TzxyzxyzyxTzxyzxyzyxTwvu γγγεεεετττσσσσ ,,,,,,,,,,,,,, ===Δ  
{ } [ ]{ }δN=Δ  di mana [ = fungsi bentuk ]N
 
Dengan prinsip anjakan maya, dengan memberikan anjakan maya, { }δd kepada jasad 
tersebut memberikan Kerja Dalaman Dilakukan = Kerja Luaran Dilakukan. 
 
Kerja Dalaman Dilakukan 
 
 Tenaga terikan = { } { }dvTd σε∫  { } [ ]{ } { } [ ]{ }εσδε DB == ,  
Dalam kes anjakan maya, 
{ } [ ]{ } { } [ ] { }TTT dBdataudBd δεδε == ,  
Biasanya dalam banyak kes, ia melibatkan tegasan awal, 0σ  dan terikan awal, 0ε . 
Kerja dalaman dilakukan = { } di mana [ ] { } dvBd totalT
v
T σδ ∫
{ } [ ]{ } { } { }[ ]00 σεεσ +−= Dtotal ; 
Kerja dalaman dilakukan = { } [ ] [ ][ ] { } [ ] [ ]{ } [ ] { }[ ]∫ ∫ ∫+− dvBdvDBdvBDBd TTTT 00 σεδδ  
 
Kerja Luaran Dilakukan 
 
Kerja yang disebabkan oleh beban tumpu, { } { }CT Pdδ  
Kerja yang disebabkan oleh daya permukaan,  { } { } dsPd ST∫ Δ  dimana; 
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{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ] { }TTT dNddNdN δδδ =Δ=Δ=Δ ,,  
Dengan menggantikan { , kita dapati { }}TdΔ [ ] { }dsPNd STT ∫δ  
Kerja yang disebabkan oleh daya jasad, { } { }dvPd BT∫ Δ  
Dalam kes anjakan maya, { } [ ] { }dvPNd BTT ∫δ  
Kerja luaran dilakukan = { }  { } [ ] { } [ ] { } ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ++ ∫ ∫
S
B
V
TSTCT dvPNdsPNPdδ
 
Kerja luaran dilakukan = Kerja dalaman dilakukan; 
{ } [ ] [ ][ ] { } [ ] [ ]{ } [ ] { } { } { } [ ] { } [ ] { } ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ++=+− ∫ ∫∫∫∫
S V
BTBTCT
o
TTT
V
T dvPNdvPNPddvBdvDBdvBDBd δσεδδ ][ 0
 di mana dengan menyingkirkan { }Tdδ dan semua bebanan boleh diringkaskan sebagai 
[ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] [ ]{ } [ ] { }dvBdvDBdvPNdvPNPF TTBT
V
BT
S
C
00 σε ∫∫∫∫ −+++=  dan 
persamaan di atas boleh diringkaskan sebagai [ ] [ ] [ ][ ]dvBDBK T
V
∫= [ ] [ ]{ }δKF = . 
Unsur isoparametrik boleh digunakan untuk mengahsilkan pelbagai jenis unsur 
berguna. Formulasi isoparametrik menjadikan ia boleh menjana unsur bukan 
segiempat dan mempunyai sisi yang lengkung. Dalam memformulasikan unsur 
isoparametrik, sistem koordinat koordinat wajar mesti digunakan iaitu ).,,( ζηξf  
Unsur isoparametrik mempunyai definisi berikut:- 
iiii vNvuNu ∑∑ == ,  
 
Untuk unsur isoparametrik 6-nod, fungsi bentuk diberikan seperti dalam Rajah 1 
manakala unsur isoparametrik 8-nod diberikan dalam Rajah 2. 
4 5 
2 
3 6 
1 
 
η = 1 
η = 0 
η = -1 
Fungsi bentuk
Pada rentang tengah 
N3 = (1- η2)(1+ ζ) / 2 
N6 = (1- η2)(1- ζ) / 2 
Pada nod bucu 
N1 = -η (1 – η)(1 – ζ) / 4 
N2 = -η (1 - η)(1 + ζ) / 4 
N4 = η (1 + η)(1 + ζ) / 4 
N5 = η (1 + η)(1 - ζ) / 4 
Rajah 1: Unsur isoparametrik 6-nod 2-dimensi 
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8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
Shape function 
At corner nodes 
N1 = ¼ (1 – ζ) (1 – η) (-10 + 9 (-ζ2 – η2)) 
N3 = ¼ (1 + ζ) (1 – η) (-10 + 9 (ζ2 – η2)) 
N5 = ¼ (1 + ζ) (1 + η) (-10 + 9 (ζ2 + η2)) 
N7 = ¼ (1 – ζ) (1 + η) (-10 + 9 (-ζ2 + η2)) 
At mid-span 
N2 = (9/32) (1 – 3ζ) (1 – ζ2) (1– η) 
N4 = (9/32) (1 + 3ζ) (1 – ζ2) (1– η) 
N7 = (9/32) (1 – 3η) (1 – η2) (1+ ζ) 
N8 = (9/32) (1 + 3η) (1 – η2) (1+ ζ) 
 
Rajah 2: Unsur isoparametrik 8-nod 2-dimensi 
 
 
3. Analisis 
 
3.1 Rasuk Terjulur yang dikenakan Ganding 
 
Rajah 1 mengillustrasikan model unsur terhingga untuk rasuk terjulur dengan daya 
ganding bertindak pada hujung bebas diambil daripada Krishnamoorthy (2001). 
Perincian keputusan ditunjukkan dalam Jadual 1. Idealisasi unsur terhingga rasuk 
terjulur dikenakan satu daya ganding sebanyak 10 kN ditunjukkan di bawah. Jaringan 
unsur isoparametrik 8-nod merangkumi: 
 
Bilangan unsur: 5 
Bilangan nod: 28 
Biangan sempadan: 3 
  
 
 
Rajah 1: Jaringan Rasuk Terjulur (Krishnamoorthy, 2001) 
 
Perbandingan antara keputusan nilai teori untuk pesongan berdasarkan rujukan 
daripada Krishnamoorthy (2001) dan dengan menggunakan program unsur terhingga 
yang ditulis kod “subroutine”nya menggunakan unsur isoparametrik lapan nod 
memberikan keputusan yang sama. 
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Pengiraan teori 
 
 
 
 
M0 202
x
EI
M=δ  
 
x
L
 
Jadual 1: Perbandingan pesongan untuk rasuk terjulur. 
 
Jarak daripada hujung 
bebas (cm), x  
Nilai Teori, 
20
2
x
EI
M=δ  
Keputusan yang 
diperolehi oleh 
C.S.K(2001) 
Keputusan daripada 
program unsur 
terhingga 
40 0.002667 0.002667 0.002667 
80 0.010667 0.010667 0.01067 
120 0.023990 0.024000 0.0240 
160 0.04266666 0.042666 0.04267 
200 0.066667 0.066667 0.0667 
 
 
3.2 Analisis Kepingan konkrit pada tapak asas 
 
Masalah kedua adalah silinder tebal untuk menunjukkan sempadan lengkung seperti 
yang ditunjukkan dalam Rajah 2. Perincian dan keputusan masalah ini ditunjukkan 
dalam Rajah 3 – Rajah 5 menunjukkan keputusan yang baik oleh model sediaada dan 
penyelidik yang lain. 
 
Modulus Elastik, E = 1000.0 
Nisbah Poisson = 0.3 
Ketebalan, t = 1.0 
 
Bilangan unsur  = 9 
Bilangan nod = 40 
Bilangan titik tegar = 14 
 
 
 
 
Rajah 2: Ujian silinder bulat tebal (Hinton, 1977). 
Keputusan pesongan tegak, tegasan jejari dan tegasan bulatan ditunjukkan dalam 
gambarajah di bawah, gambarajah dibandingkan dengan keputusan dalam contoh 
yang sama oleh Hinton and Owen (1977) yang memberikan nilai yang sama. 
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Rajah 3: Anjakan Tegak dalam Jejari 
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Rajah 4: Agihan tegasan jejari disebabkan oleh bebanan tekanan dalaman 
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Rajah 5: Agihan tegasan bulat disebabkan oleh bebanan tekanan dalaman. 
 
 
3.3 Kepingan tapak konkrit pada asas 
 
Satu kepingan tapak (footing) dengan lebar 30 cm dan ketebalan 3 cm berada di atas 
jisim tanah dianalisis menggunakan program unsur terhingga. (Noorzaei et al., 1991) 
dimana hanya separuh sahaja diidealisasi disebakan bentuk tapak yang simetri. Masalah 
ini dianalisis dalam keadaan satah terikan. Unsur terhingga, jaringan dan ciri bahan 
ditunjukkan dalam Jadual 2. Tapak tersebut dibebankan secara berperingkat bermula 
daripada 20 kN/m2  kepada 160 kN/m2 pada sela 20kN/m2dan B=15cm. 
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Bilangan unsur = 64 
Bilangan nod = 223 
Bilangan sempadan = 
35 
Rajah 6: Jaringan tapak konkrit atas tanah (Noorzaei et al., 1991) 
 
Jadual 2 menunjukkan parameter yang diperlukan untuk model hiperbolik anjal tidak 
linear yang digunakan oleh Noorzaie (1991) kecuali untuk  and  yang perlu urK bK
dibuat anggapan untuk disesuaikan dengan program versi terkini. Program ini 
menggunakan kaedah bebanan berperingkat untuk analisis bukan linear sistem asas-
tapak dengan lapan peringkat bebanan dan setiap peringkat dikenakan 20 kN/m2. 
Seperti yang ditunjukkan dalam Rajah 7 di mana keamatan tekanan (kN/m2) melawan 
enapan (mm) pada titik tengah tapak yang menujukkan persamaan dengan Noorzaie 
(1991). 
 
Jadual 3: Parameter tegasan-terikan untuk masalah 3.3 
K n  aP  ( )2/ mkNdalam  fR  0φ  
ν  Anggapan
urK  
m  Anggapan 
 bK
305 0.9 101.32 0.8 39 0.3 600 0.9 200 
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Rajah 7: Plot Tekanan-Enapan untuk titik tengah footing 
 
Berbeza daripada analisis empangan, disebabkan oleh beban daripada konkrit 
(bagunan terlatak di atasnya), tegasan tegak boleh diagihkan kepada sisinya, atau 
dengan perkataan lain berkurangan apabila menuju kedalaman tanah seperti yang 
ditunjukkan dalam Rajah 8. Ia menujukkan keputusan yang baik berbanding 
Noorzaie, 1991. Dalam kajian ini, q diambil sebagai 160 kN/m2. 
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Rajah 8: Agihan tegasan tegak sepanjang garistengah tapak. 
 
 
4. Kesimpulan 
 
Dengan teknologi yang begitu pantas, analisis struktur dalam bidang kejuruteraan 
awam dapat dilaksanakan dengan baik dan cepat. Dengan mengetahui geometri dan 
keadaan kesempadanan untuk sesuatu struktur, dan beban yang dikenakan terhadap 
struktur tersebut, beberapa masalah analisis struktur dapat ditangani dengan 
mengunakan kaedah unsur terhingga dengan menulis pengaturcaraannya. Analisis 
unsur terhingga mampu melangkaui matriks gergasi dan bentuk yang kompleks yang 
tidak mampu dilakukan oleh kaedah berangka yang lain.  
 
 
Rujukan 
 
[1] Duncan, J.M. and Chang, C.Y. 1970. Non-linear Analysis of Stress and Strain in 
Soils. Journal of the Soil Mechanics and Foundations Division, ASCE, 96 (SM5), 
page 1629-1653. 
 
[2] Duncan, J.M., Byrne, P., Wong, K.S. and Marby, P. 1980. Strength Stress-Strain 
and Bulk Modulus Parameters for Finite Element Analyses of Stresses and 
Movements in Soil Masses, Report No. UCB/GT/80-01. Department of Civil 
Engineering, University of California, Berkeley. 
 
[3] Duncan, J.M., Seed, W. and Ozawa, Y. 1984. FEADA84: A Computer Program 
for Finite Element Analysis of Dams. Department of Civil Engineering, Virginia 
Polytechnic Institute and State University, Blackburg. 
 
[4] Hinton, E. and Owen, D.R.J. 1977. Finite Element Programming. Academies 
Press, London. 
 
[5] Kenneth L.L.., and Izzat M. I. 1975. Static stress by Linear and Nonlinear 
Methods. Journal of the Geotechnical Division, Vol. 101, page 871-887. 
 
[6] Krisnamoorthy, S. 2001. Finite Element Analysis Theory and Programming, 8th 
Edition. McGraw Hill, New Delhi. 
 
[7] Neville O. B., 1970. Elastic Analysis for Behaviour of Rockfill. Journal of the 
Soil Mechanics and Foundation Division, A.S.C.E., Vol. 96, page 1715-1733. 
 
[8] Noorzaie, J., Golinavaz H. and Pakbas, M.C. 1999. Nonlinear Analysis of Earth 
 125
Seminar Kebangsaan Matematik & Masyarakat 2008 
and Rockfill Dams Considering the Sequence of Construction. Journal 
Computational Mechanics for the Next Millennium Solid Mechanics and Fluid 
Mechanics, Vol. 1. 
 
[9] Noorzaie, J., Godble, P.N. and Viladkar, M. N. 1991. Nonlinear Soil-Structure 
Interaction in Frames, A Parametric Study. Computers and Structures Vol. 49, 
N0.3:561-566. 
 
[10] Noorzaie J. 1991. Non-Linear soil structure interaction of plane framed structure. 
Ph.D. thesis. Department of Civil Engineering, University of Rockee, India. 
 
[11] Zienkiewicz, O.C. 1979. Finite Element Method. 3rd Edition. Tata McGraw-Hill 
Publishing Limited, New Delhi. 
 
 
 
 
 126
